Sveuc¢iliste u Zagrebu
Fakultet kemijskog inzZenjerstva i tehnologije
Zavod za matematiku

Matematicke metode u kemijskom

inzenjerstvu

Jednadzbe vlastitih vrijednosti
u kemiji

Fabijan Pavosevic
Zagreb, 2007.



Definicija wvektorskog prostora

Pojam vektorskog prostora ukljucuje dva skupa:

(1) skupa wvektora, V, koji Jje grupa na
zbrajanije
(ii) skupa skalara, S = skup realnih ili

kompleksnih brojeva

medu kojima vrijede ova svojstva: a x € V
a (x+y) = ax + ay

(a + b)x = ax + bx
1x=x1 0x=0

zZza sve a, be S
isve x, yeV

Grupa (G, o Jje skup objekata G na kojem je
defnirana binarna operacija o tako da su
zadovoljena slijedec¢a svojstva:

1) Zatvorenost: 21.22€G = g10g2€GC
2) Asocijativnost: £1°182083) =1(41°82)0¢3
3) Egzistencija identiteta: J¢ | goe=eog=g Vgl

\ -1 S R [
4) Egzistencija inverza: 768G dg7 | gogm =g og=c¢

- jest grupa jer
) nnmeZ = n+meZ
2) n+(m+k)=(n+m)+k

-

3) O+n=n

4) n+(-n)=0



Primjeri konac¢no dimenzionalnih vektorskih
prostora u kemiji:

(1) funkcije (npr. molekulske orbitale) kao
sve linearne kombinacije funkcija
iz zadanog konac¢nog skupa (npr.

atomskih orbitala), nad skupom realnih
1ili kompleksnih brojeva

(11) uredeni nizovi (n—-torke) realnih
brojeva koji predstavljaju npr. podatke
o svojstvima molekula (spektri,

eksperimentalno odredena ili izracunata
svojstva ...)

—-Baza vektorskog prostora = skup {€} linearno
neovisnih wvektora koji razapinju V tj. svaki
vektor 1z V se moze prikazati kao linearna

kombinacija vektora {e€j}.

—Dimenzija vektorskog prostora = Dbroj vektora
njegove baze.

Primjer (3D euklidski prostor)
Klasic¢an realni vektorski prostor. Kartezijeva

baza: e = x; € = y; €3 = z



Linearni operatori

Operator na odredeni nacin preslikava Jjedne
vektore u druge, sli¢cno kao sSto funkcije
preslikavaju brojeve.

Djelovanje operatora prikazujemo: A x =y

( f(x) y )

Za linearne operatore koji djeluju na 1isti
vektorski prostor vrijedi:

(1) jl(/'ix) = /l(jlx), mnozenje skalarom i

djelovanje linearnih
operatora komutiraju

(ii) A(a + b) = Aa + Ab, djelovanje linearnih
operatora na zbroj
vektora je distributivno

(11) (1 + B)x = Ax + Bx, djelovanije zbroja
linearnih operatora je
distributivno

(1i1) (ﬁ@) Cx = ﬁ((BC)X = ABCx djelovanije produkta

linearnih operatora
je asocijativno

Op¢enito, djelovanje linearnih operatora nije
komutativno:

AB x # B4 x



Primjer nekomutativnih operatora:

B: rotacija za 90° oko osi koja prolazi kroz
‘\\\; ishodiste okomito na koordinatni sustav
0°

9 >
L//'—_X\
Ijqirefleksija preko ravnine koja sadrzi y-os,
okomite na koordinatni sustav

rotacija B refleksijaﬂ

a6 -1 =174 - B
B4 F—(B(le) ‘@q "=

refleksija /‘Zl rotacija B

Komutativna svojstva operatora izraZena su

komutatorom: [A4,B] = AB - B4 . Za komutativne
operatore komutator je jednak nuli. Primjena u
kvantnoj teoriji, [x, px] = 1ih.

Kako se to racuna?
Operator polozaja: X — X
Operator kolic¢ine gibanja: px — —-1ih (9/9x)

[x plf(x) = [-1h*x(8/9x) + 1h(8/9x)x] f(x)
= —ih*x(a/ax)flx) + 1h(9/9%)x f(x
- —ih*x(3f(x) /9x) + ihf(x)
+ih*x (3f(x) /8x) =
= ihf(x)
I dobije se:
[x, px] = 1ih.



Primjer linearnog operatora:
Za vektorski prostor funkcija f(x),
deriviranje po x je linearni operator.

Inverzni operator A-' (pridruzZzen operatoru A):
AA' = A ‘A = I ponistava djelovanje operatora

A. Ako A-' ne postoji, A nazivamo singularnim,
inace A je nesingularan ili regularan.

Kompleksno i hermitsko konjugiranje matrica:

Kompleksno konjugiranje: A — A* 1 (A¥); =(A,)*

A A
All AlN kompleksno .11 ) TN .
A= : kdnjugiratje : . : =A
AM1 e AMN _AMl o AMN_

Hermitsko konjugiranje: A — A" (AT)U-: (A4)*

-An o th_ , 1{1 A;;
) . ) hermitsko . . .
A= : . . kommorraTe | 2 . b |=AT
_Awu e AMN_ f{& T /gmj

Zadanom operatoru A4, pridruzuje se hermitski
konjugiran operator A4, kao onaj za koji
vrijedi:

<u‘ﬂv>:<ﬂ7u‘v> , za sve u i v.
Hermitsko konjugiranje operatora A daje ponovo

A: A" = 4.



Posebno su vazni hermitski operatori. Za njih
Jje: A = A, tj. hermitski operator jednak je

svom hermitski konjugiranom operatoru.
Mjerljivim velic¢inama kvantna mehanika
pridruzuje hermitske operatore.

Primjer hermitskih operatora u kvantnoj

mehanicli su operator kolic¢ine gibanja p 1
operator energije.ﬂXHamiltonijan_ﬁ/Zm).



Jednadzba vlastitih vrijednosti:

Skalar A koji za zadani operator 4 zadovoljava
jednadzbu:

(viastiti vektor operatora 4 ]

ﬂl ﬂl
v — v ita Vrj_jednost
T—[vlastl }

operatora A (skalar)

nazivamo vlastitom vrijednoséu operatora A, a
vektor v njegovim vlastitim vektorom. Koriste
se i izrazi “svojstvena vrijednost” i
“svojstveni vektor”.

Gornju jednadzbu nazivamo JjednadzZbom vlastitih
vrijednosti (jos i1 *“eigenvalue” jednadzZzbom).

U matri¢nom prikazu: Av = Av, govorimo o
vlastitim vektorima 1 vlastitim vrijednostima
matrice. Samo kvadratne matrice imaju vlastite
vektore 1 vlastite vrijednosti.

Primjena:

Opservable (mjerljive wvelicine) u kvantnoj
mehanici su vlastite vrijednosti odgovarajucih
operatora, a njihove vlastite funkcije
predstavljaju stanja promatranog sustava.

Proucavanje kvantnih sustava temelji se na
jednadzbi vlastitih vrijednosti.

Rjesavanje jednadzbi vlastitih vrijednosti:

Av=Av — Av-iv=0 —> (A-AHv=0

_A11 -4 A, Aj Ay Vi 0
A, A, — A A, A,y V) 0
A; A;, Ay — A Ay vy |=|0

L ANl AN2 AN3 T ANN - /1_ | VN | _0_



Radi se o kvadratnom homogenom sustavu koji ima
netrivijalna rjesSenja samo ako Jje njegova
determinanta jednaka nuli. Taj uvjet Jje
ispunjen samo za odredene vrijednosti parametra
A. One su Jjednake vlastitim vrijednostima
zadane matrice.

Uvijet det (A — AT) = 0 naziva se
karakteristic¢nom jednadzbom:

A, -4 A Aj Ay
Ay Ap,—-4 Ay, o Ay o
det(A-A)=| A, Ay Au=A e Ay =0 (Jlfc?éré:kst;zl;lz:::)
: : : . : jednadzba
Ay Ays Ays o Ay =4 J N

. Do . . N—i
karakteristic¢ni polinom N-tog stupnja u A Zai/l l
i=0

Skup nultocki karakteristic¢nog polinoma zadane
matrice nazivamo njenim spektrom. To su realni
ili parovi kompleksno konjugiranih Dbrojeva.
Vrijedi za simetricne 1 hemitske matrice.

Za visestruke nultocke kazemo da predstavljaju
degenerirane vlastite vrijednosti.

Primjer: p orbitale imaju 3 degenerirane
vlastite vrijednosti, odnosno imaju
istu energiju, dok d orbitale imaju 5
degeneriranih vlastitih vrijednosti.



Svojstva hermitskih operatora
Vlastite vrijednosti hermitskih matrica su
realne.

£ KN 11 T ’? H € KN k-
V‘Av=/1v*v</—5|'wAv=/1v [ _(hermitsko viAT = 2V

konjugiranje)

/zdesna v
A je hermitska
o+ kL o+ £ ko
VAV = A V'Ve—mmmer- Vv IA'v=1V'v
A=AT

oduzimanjem
ovih jednakosti

skalarni produkt vektora
x + sa samim sapom
=(A-AHV'v > zbog V'v>0, slijedi 2 =1

Gdje se to svojstvo koristi u kemiji?
Schrddingerova Jjednadzba osnova Jje za opis

svojstava molekula, njihove 1interakcije s
drugim molekulama 1 elektro-magnetskim
zracenjem. Kako Jje Hamiltonijan hermitski
operator njegove vlastite vrijednosti su

energije sustava 1 one su realne. Kada nebi bio
hermitski energije bi bile i1aginarne 1 sustav
nebi imao fizikalno znacenje. HY—F @

Vlastiti vektori hermitskih matrica S
razlicitim vlastitim vrijednostima su
ortogonalni.
/slijeva vi- slije
VAU = VIR Ry = u Av = /SRR Ay — yuty
AZU /T (hermitsko
oduzimanjem A=A" konjugiranje)
ovih jednakosti VTAu = ,LlVTU <TU VTATU U V+U

0= (/1 ) u IEFIE/I¢U . Vu 0

Gdje se to svojstvo koristi u kemiji?
Molekulske orbitale, atomska i molekulska
spektroskopija (elektronski prijelazi).



Primjena

Metoda linearne kombinacije nekih zadanih
funkcija:

¥=c® +,P,+...c, 0, =) P,

Trazenje optimalnih parametara c¢ci vodi na
matricénu jednadbu:

H, H, -+ H,|\c¢ LS, S\ G
H, H, .. H, |c _E S | P o
Hnl HnZ Hnn Cn Snl Sn2 1 Cn
HC=E SC
Roothanova jednadzZba
Poopc¢ena jednadba vlastitih vrijednosti.

Formalno slic¢na Schrddingerovoj jednadbi.

matricni elementi

Hij = CI) HCI) dt hamiltonijana

S = '(I)*(I) dr matric¢ni elementi overlapa
gy i (prekrivanija)

(H-ESYC=0

Homogeni sustav n Jjednadbi s n nepoznanica.
Netrivijalno rjesenje postoji onda 1 samo onda
ako je determinanta sustava nula:

H —ES|=



H11_E H12_E512 Hln_ESm
H21_E521 Hy,-E H2n_ESZn ~0
Hnl_ESnl HHZ_ESnZ Hnn_E

Sekularna determinanta.
RjeSenje te determinante daje n energija E.
(E;,,E,,...,E,). Uvrstavanjem u (1) svaka od tih
energija daje n koeficjenata ¢, odnosno svaka

energija daje odgovarajuéu valnu funkciju ¥
Y=c, &, +c; D +. . . +c, P,

Metoda molekularnih orbitala (MO)

Funkcije @; su atomske orbitale (AO): Svaka AO
sadrzi jednu cCesticu (elektron). To je metoda
linearne kombinacije atomskih orbitala (LCAO).

Funkcije @®; su orthonormirane!

Huckelova molekularno orbitalna teorija
(HMO)

Uzima u obzir samo TWelektrone. Konjugirani
sustavi (sustavi u kojima su dvije 1li wvise
dvostrukih wveza  medusobno odvojene jednom
jednostrukom) .

Huckel 1931; tri predpostavke:
Coulombski integral. Isti za sve
H . :j(I)*H(I)dT:a C atome koji sudjeluju u
u ! ! konjugaciji!
ﬂ<—ako su atomi (i) i (j) susjedi
Hij ZICI)?HCIDJ.CZTZ{ /Ak? atomi (1) 1 l(j) nisu sus“jec.ll
je rezonantni integral koji je
isti za sve C-C veze!

Sij - J‘CI):((I)JdT - 51'] Nema prekrivanja 2pz orbitala!



H11_E H12_E512 Hln_ESm
H21_E521 Hy,-E H2n_ESZn ~0
Hnl_ESnl HHZ_ESnZ Hnn_E

Primjena HMO teorije na molekulu etilena
(etena)

H
\C=C/
H/1 z\H

“kostur” molekule cine sp2 hibridi na C atomima
i 1s AO na H atomima. 10 elektrona (po 1 od
svakog H atoma 1 po 3 od svakog C atoma)

sudjeluju u tvorbi G© veza. Ostaju 2 2p,
elektrona koji tvore p-elektronski sustav:

H

Prema Hiickelovim pravilima pisemo sekularnu
determinantu:

= () substitucija: x=—— daje: =0
/3 o—E B 1 —X
1Ly e v vt Ermat
1 —x E;=a-p

energilje



‘A \
-I . atomZ ﬂ< 0 ﬁEI je
Sp 120 B+« stabilizirajuce!
pz \ A ! vé
\ I’
' ~~F =o+pf

Em(etilen) = 2E;=20+2p
Erm(veza) =Ex(etilen)-2a=20 Energija m—
elektronske veze!

Valne funkcije:

Yo B, +c,d rijesavamo ci(-x)+ c,1 =0
rT=22 sustav: —_— ci 1+ cy(-x)=0
x;=1 —-c;+c,=0 Uz uvijet
Xy=-1— ¢;+c,=0 Normiranosti: 021+022=1
¥, = L(q% +cI)2)
Dobivamo: ﬁ
1
¥, = _((1)1 _(bz)

V2

¥, 1 ¥, su (normirane) molekularne orbitale
(MO) . Valna funkcija ¥y ima energiju E1=OL+B, a
valna funkcija ¥, ima energiju E,=0-.



Primena HMO teorije u spektroskopiji.

Molekula apsorbira 1li emitira EMZ. Elektroni
se pobude 1 prelaze u stenje vise energije, u
ovom slucaju kod etilena elektroni prelaze iz
stanja ¥Y; u stanje ¥, pri cdemu apsorbiraju
energiju zracenja 2B.Kako Pima svoju vrijednost

iz Planckove jednadzbe E = hv se moze
izracdunati na kojoj wvalnoj duljini apsorbira
molekula. (vrijedi samo za konjugirane sustave)

Racun proveden u matlabu programom u prilogu:

Huckelova molekularno orbitalna teorija za neciklicke
konjugirane sustave, HMO:

unesite broj ugljikovih atoma koji su u konjugaciiji,
n =2

orbitale i1 njihove energije:

1. orbitala: psi(1) 0.707107*£1 (1) + 0.707107*£1i(2)
E(l) = a + 1*b

2. orbitala: psi(2) 0.707107*£1i (1) -0.707107*£1(2)
E(2) = a -1*b

lamda = 124.237 nm
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